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Exercice |
Soit (E) I'équation différentielle y' —4y = coSX.

On en cherche toutes les solutibngléfinies sur 'ensemble des réels, telles dil.(@) =0.
1) Déterminer les réeksetb tels quep( x) = acos x+ bsin x soit solution de (E).

La fonctionp est dérivable suR , et pour toutx DR, p'(X) = —asin x+ bcos>.
La fonctionp sera solution de (E) si et seulement si pour tduiR ,

p'(X)—4p( X =cosx

= —asinx+bcosx- 4 acos¢ b sijf= cos

= (b-4a) cosx+(- - g sinx= cosx

Pour x=0, cette égalité donne(b-4a) cosO+(- b- a) sinG cose b- &

Pourx=7—2T, cette égalité donne(b-4a) cosg+(— %H- a) sing= co% - - B a

Les réelsa etb sont solutions du systeme
a=-4b a=-4b

b-4a=1 b-4(-4b)=1 [17b=1 17
-4b-a=0

2) Soit (F) I'équation différentielle y' =4y = 0.

Soitf une fonction dérivable suR .

La fonctionf est solution de (E) si et seulement si on a lesvatpnces suivantes pour toxflR :
f'(x)-4f(x)=cosx

= f'(x)-4f(x)= g(¥-4p N carla fonctiorp est solution de (E)

= (f- p)' (x)=4( = p)( ¥ =0 par linéarité de la dérivation

ce qui équivaut a affirmer qué - p est solution de I'équation (F).

3) En déduire que les solutions de (E) sont les fonstif (x) = ce™ —11'7005 x+1i7 sin x.

Les solutions de I'équation (F)y! —4y= 0 sont les fonctions définies siir par x— c€”, cOR .

Soitf une fonction dérivable suR .
La fonctionf est solution de (E) si et seulement p est solution de I'équation (F), donc si et seuleinse

pour toutxOR, (f —p)(x)=ce* = f(§=c&+ p k= k= cf‘é—li'?cos -xli7sin , cOR
4) En déduire gu'il existe une seule solution de ¢fEk I'on déterminera, qui vérifie f (0) =0.

Les solutions de I'équation (E) sont les fonctidééinies surR par f (x) = ce” —li'?cos x+1i7 sinx, cOR.

f(0)=0imI0|iqueCe“xo—icosmi SiNGE 0o 2= O0u =2
17 17 17 17

L'unique solution de I'équation (E) vérifiantt (0) = 0 est la fonction définie suR par :

f (x) =—ie4X —icosx+—1 sinx, cOR.
17 17 17
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Exercice |l

Soit C* I'ensemble des nombres complexes non nuls. Onitldé C' dansC~ I'applicationf par :

_.,
—~
N
N

"
N [~

s
3

) i
1) Déterminer les parties réelles et imaginaires neges dexr =1+i etdef=1+e?.

S s _ o1 Ix(1-i) 10 14 11
L'image dea =1+i est f (a)=f (1+|)—1+i @A) () fa7 5 =5
Les parties réelles et imaginaires tiéa) sontRe| f (a)] :% etim[ f(a)]= —%
L'image de S=1+e? est

i 1 1 1 2

f(ﬂ)=f[1+e3J: — = = = .

1+e® 1+co{ﬂj+i sir[ﬂj 3,;¥3 3+iv3
3 3) 2 2
_2(3-V3) 6-iaf3 _e-ia/3_ 6 F3 1,43
(3+iv3)(3-iv3) 32_(i@)2 9+3 12 2 6
o L _1 _ 3
Les parties réelles et imaginaires 8¢3) sontRe[ f ()] =5 et Im[ f(B)]= 5

2) a) Déterminer les éléments d& tels quef (z) = z.

on résout:f(z)zz@éz Ze 2=1<| zlou z-1
z

b) Déterminer les éléments @& tels quef (z) = z.

On résout :f (z) =z = %:_zc» z2z1 - | |%:1<=> | [=1car|Z=0

L’ensemble des complexes vérifiahl(z) = z est donc I'ensemble des complexes de module 4t-a‘dire de
la formez=¢%, 0R

c) Déterminer le module et un argument ﬂéz) en fonction de ceux de

Puisque pour touzOC", f(2) :1, onaura :
z

11(2) = = arg(%j = ard )}~ arfz)|=- algg| a 27 pres.

d) Déterminer la partie réelle et la partie imaginaieef (z) en fonction de celles de

Si on notez = x+ iy , X ety réels non simultanément nuls, on aura :
f()_1_ 1 Ix(x-iy) _ x-iy _ x-iy _ x .y

z x+iy_(x+ iy) ( x- i)b_xz—(iy)z_ X+ VY R+ YV  k+ ¥

Ainsi |Re| f (z)]=x2+y2 etim[ f(z)] :—XzTyyz avecx =Re(2) et y=1m(z)|

1
z

:|—1 et|arg(f (2)

S—

3) En étudiantf o f , montrer qué est bijective.

bijective, de bijection réciproqué™(z) = f( 2)
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4) Montrer que f (z) —121(1— 2). En déduire que $z-1 =1 alors‘f (z)‘ :‘ f(2) —1‘ .
z

. 1 1 1 1
Pour toutzOC', f(z)-1==-1==-"x z==(1- 2.
our toutz (z)- ; ; sz Z( 2

Puisque pour tougJC", f (z)—1=%(1— 2)= f( (1~ 3, onaura |f(z)-1=|f (2|1~ 2=| f( 3| z1.
Ainsi, si|z-1=1alors|f (2) -1 =| f(2|x1=] f( J|.

g 1
5) Si zOR, on définitQ( z) = 17 g Montrer queQ( z )Q( f( z)) est un réel que I'on déterminera.

1
Pour toutzOR, Q(2) Q f( )= gx g: gxi

2z-1 2-z
_ 2 o7 __2z-1 2-z z |_
z-2 1 2z 2(z-2) 2z 1-2
z
6) Dans le plan complexe, soit O le point d’affixe?0e point d’affixe 1, M le point d'affixe z et Me point d’affixe
f (z) . Si M est sur le cercle de centre A et de rayatohner une construction de M.

N

Si M est sur le cercle de centre A et de rayoridtsaz~1 = 1.

D'aprés la question 4) on aurf(z) =| f(2)-1 = | f(3-q=| f( 3-1-= OM= AM.

Le point M’ est donc équidistant des points O etldnc sur la médiatrice du segment [OA].

Dans la question 2) d), on a démontré que pour2alf” arg( ( )) =-arq 2) a2 prés, ce qui se traduit

géométriqguement pe(lu; OM') = —( U OM) ;

Le point M’ est donc situé sur la droite symeétrigiee(OM) par rapport a 'axe des abscisses.
Si M est sur le cercle de centre A et de rayoroliy gonstruire le point M’, on effectuera donc dggrations
suivantes :

- Construire le symétrique N du point M par rappolaxe des abscisses. Ce point N appartient sgaieau
cercle de centre A et de rayon 1.
- Le point M’ sera a I'intersection de la droiteNpDet de la médiatrice de (OA).

Exercice Il

On fabrique a la chaine un composant électronidgriprocédé utilisé donne une proportiordd®mposants défectueux.
On fait donc un test des composants a la sortie deaine.

Si un composant est bon, il est accepté avec wimbpilité de 0,98.

Si un composant est défectueux, il est refusé ameqrobabilité de.

Soit A I'événement 4& composant est accepiget soit D I'événementle composant est défectuerx

L'énoncé nous informe quep(D)=d donc p(f)):l—d, puis

P, () =0,98 donc p; (A) =0,02 et p, (A) = r donc p, (A) =1-T.
On peut résumer cette situation par I'arbre de godivé suivant : .:i/

N

)

/\,f\:

= |

0,02
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1) Déterminer la probabilité de A.
Le systéme(D nADnN A) constitue une partition de I'événement A. La folendes probabilités totales nous

permet donc d’écrire que :

p(A)=p(Dn A+ {Dn A= 0 p( A+ f D p( »

=d(1-r)+(1-d)x 0,94

2) Déterminer la probabilité de D sachant A.

p(Dn A) _ d(1-r) _d(1-1)
p(A)  d(1-r)+(1-d)x0,98 0,021- dr+ 0,9

3) r étant imposé par le procédé de vérification ennlgyelle inégalité doit vérifiet si on veut que dans le lot accepté
il y ait, en moyenne, au plus 5% de composant tiééex ?

On cherche a déterminer une inégalité que doifiged pour que pA(D) <0,05
d(1-r)
0,04 -dr+ 0,98
= d(1-r)<0,05 0,021 —dr+ 0,98
< d-dr<0,000d- 0,0%r+ 0,049
= 0,9999 - 0,98r< 0,049
= d(0,9999- 0,95)< 0,049
e d< 0,049
0,9999- 0,95
< 490
9999- 9500

On calculep, (D)=

< 0,0t

p,(D)<0,05<=

Exercice IV

. . LA 2 ¥ I
Soit les deux suitefl,) et (J,) définies par i, =IO Fdx etJ, =2
e €

1) Calculerl, , I, +1, etl,.

On calculel, =jozlf—xexdx=[ln(1+ ex)]z = In(1+ é)— In(1+ é) = In(1+ é)— In( 3= l’_{l+e2j

2

1 2
1+exdx+j01+€ _I01+e* 1+é I

d Ildx:[ k-

. 2
pU|sIO+I1—jO

On en déduitl, =2-1 =2~ In(lze j

2) Montrer que la suit§| ) est croissante.

~ 2e(n+1)>< 2 @ Zé & zenx(e?( 1)
N e B R
(o)

1+¢"

Pour toutnN, on calculel ,, -
Pour toutx0[0;2], 1+€* >0, € ~1= 0 et €™ >0 quel que soinON. Ainsi, pour toutnON,

o . 287 (€ ~1 . .
et par positivité de I’mtégralq',O %dxz 0« I,-1,20<1,,21,, ce qui nous permet d’en déduire
€

que| la suitg(1,,) est croissan’te.
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2n _ n_
((eez i) < Insezz—1 pour toutnON" .
+ n

(on pourra prouver que, sous certaines conditigmgéiser,2< 1+ €* < 1+ €).
Pour tout xJ[0;2], 0<x<2, puis par croissance de la fonction exponentiellee” < €, et par suite

1 1 1
< -,

1+e 1+ex 2

3) Démontrer que :

2<1+e <1+ € et

Puisque pour touh ON" et pour toutxD[O; 2], €™ >0, on aurae—zs ¢ si.
1+e" 1+& 2
j ¢ < Zi dx
01+ ¢ o 2
nx 2 on _
On calcule successivemeﬁzt © _dx= 1 J'zé‘x dy= [—1 éx} =1 [—1 -t %“}:e—l
01+e 1+ Jo +€éln |, +é n n n(1+¢)
nx 2 on _
etJ'Ze—dx:EJ'ze“xdFE ol Y le Lo !
0 2 2°0 2ln |, 2n n 2n
X 2n n_
d sjzi dxsj'2 ¢ dx c’est-a- dlree—l_ <lI, ez_l est démontrée.
01+ ¢ 02 n(e +1) 2n

4) En déduire les limites del,,) et (J,).

2n n 2n
Pour toutnON", e -1 1 x| 2x— ¢ . . D’apres une limite du cours, onlen € - lim € = +oo

( +e2) 1+e 2n n Noto 2 Xotw X

1 e"-1 | :
Puisquelim = =0, on en déduit par différence et par produit, qmw =+co . Puisque pour tout
N +oo N-+eo N1+
e" -1 . e J. . . :
nON, I, et puisquelim ——— =+o0, on en déduit par minoration quim |,
(e2+ 1) nve (& +1) n-to
2n _ n_ 2n _ n_
Pour tout nON’, e—ls I, Sé_l et " >0 donc e—ls IZ”n sez—nl, c’est-a-dire
n(e2 +1) 2n nezn(é+1) e’ 2n€
e" -1 " -1
<J <

neZ”(e2+1) "7 2ne"

2n _ 1 1
e’ -1 _e [1 e | 17am e

Pour tout nON’, lim " =400 donc lim i—O Puisque

ne(@+1) né'(é+1) § o )" e o @
on
lim n(e2 +1) +00, ON aura par différence et quotietitn _e 1 .
e n-reng (& +1)
e -1 e [1_9:21”} 1- :zln 1
Pour toutnON", = =€ Pwsque I|m ~=0 et lim 2n=+c, on en conclut par
2ne™" 2ng" 2n » " n- e
e’ -1
différence et quotient quém ~=0.
n-e 2NE?
. . e -1 e -1 e -1 e -1
Puisque pour touhON , —————=<J < ——- et puisquelim ——-———~==0 et im ——-=0, on en
aiep ne" (& +1) ongn o PUSAUETT ne” (& +1) n-+e 2ne’”

n - +oo

conclut, grace au théoreme d’encadrement dit ggdedarmes », Ql{dlm J, =0|
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5) Calculer, en fonction de, la valeur del, +1 ;.
En déduire une méthode permettant le calcul explde | | en fonction den.
Pour toutnIN, on calcule :

nx n+1)x X 1) x e™(1+ & 2
In+In+1:jze—dx+J'zé dx=jzé+é dx:rgdx:jzéX d)t:[1 @}
01+e* 01+ ¢ o 1+ € o 1+ é 0 n 1

Pour calculerl , en fonction den,

1+¢€
2 b

- on calculel, +1,=e* -1 d’o0 on tirera la valeur dé,

- connaissant, = In(

1 N .
- on calculel, +1, =§(e4 —1) d’'ou on tirera la valeur dé,
et de proche en proche....

: 1 - .
connaissant, , on calculel  +1 ., :—(e2n —1) d’'ou on tirera la valeur dé,,;
n

fin du corrigé
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