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Exercice n°1 (6 points)

1. On considere le polynéni¥2) suivant : P(z) = 2 = 3z* +3z+ 7

«Démontrer que I'équatio”(2)=0 admet une solution réelte»
oncalculeP(-1) =(-1° = 3(-9*+ X(- 3+ =-+ 3 3 %
L’équationP(2)=0 admet une solution réelte= -1

« Déterminer un polynbm@(2) tel queP(2=(z-z)Q(2) »

Pour assurer I'égalitB(2)=(z-z)Q(2) , il est nécessaire que le polyno@g) soit de degré 2.
On cherche donc trois réeld, etc tels queP(2)=(z-z)Q(2) =(z+1)(@z+bz+c)

On développe :

Pour toutzOC, (z+1)(a22+bz+c)=az3+bzz+cz+a22+bz+c:az3+(a+b)zz+(b+c)z+c
On procéde a l'identification des coefficients :
P(z) =(Z+l)(az2 +bz+c) o 2°=32°+ X+ 7=az’+(a+b)z*+(b+c)z+c, ce qui nous fournit le systéme :

a=1
a+b=-3
=-4
b+c=3
c=7
c=7

Ainsi, |P(z) :(z+1)(z2 —4z+ 7)

« Résoudre dan€ I'équationP(2)=0 »

P(2)=0 < (z+1)(2- 42+ 7)= 0= z+ 1= O o’ ~ 4+ %

On résout I'équatior” —4z+ 7= 0 en calculant son discriminant :
A=(-4) - 4x1x 7= 16- 28=- 12 ( ;J_i:)2

L’équation z° —4z+ 7= 0 admet donc deux solutions complexes conjuguées :

22=4_§\/§ =2-iV/3 et23:4+§\/Ei =2+i/3.

L’ensemble des solutions de I'équati®fz)=0 est donq S={—1; 2-iV3; 2+i\/_f}

e, oo IS SO SO
2.Dans le plan complexé) muni d'un repére orthonormé dire((ﬁ); U;\7) ‘ ! - !

on considere les pointsB,C etD d’affixes respectives :
za=-1;2,=2+iV3; 2 =2-iV3 ;2 =3

« Placer sur une figure les poiit®8,C etD. »
On place les quatre points grace a leurs coordermaésiennes.

Ainsi A(-1 :0) , B(z;\/?S), C(2;—«/§) et D(3 ;0)
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« Quelle est la nature du triangd8C ? Justifier votre réponse. »

On calcule successivemenAB =|z, - z,| =‘2+i\/§—(—])‘=‘3+i\/3=,l I§+(\/_$2 =J1ix= &

puis AC=|ZC—ZA|=‘2—i\/§—(—])‘=‘3—i\/3:,/ :§+(—\/_%2 =J12= 4,
etenfinBC=|ZC—ZB|=‘2—i\/§—(2+i\/_3)‘=‘—2x/_$= al:

Puisque AB=AC=BC, on peut conclure que le triarJBC est équilatéral.

-z
« Calculer le complexeZu »

T4

2-7, _2-iW3=(-1 | 3-i3 _ (3-iV3)(-1+iv3 @ 3B+ 32 (V3 _3+3+4/31_ =
-2, 2-W3-3 -1iV3 (-1-iV3)(-1+iV3 (-1 - (iv3) 143

« Quelle est la nature du triandd&C ? »

Puisqueﬁ=\/§i, on en déduit quearg(ﬁJ= arg(\fB) [ ZT] c’est-é-dire(ﬁ;ﬁ)=£ [277] ou
5 4 2

encore(éﬁ;@) :g [271] , Ce qui prouve qde le triangBAC est rectangle en| C

Exercice n°2 (10 points)
1.SoitqOR, g#1. On posea, :1+q+q2 +...4+q", pour toutn ON.

-9
1—q

n+l

« Démontrer que, pour tomtlIN, a, =

»

Pour toutq # 1, on calcule :

aT]X(l—q)=(1+q+q2+....+q”)><(1—q): Hq+o’+ ..+9"-g-9°- ..=q"Y= 2gq™!

En divisant pas & qui est non nul (puisqug # 1), on obtient biera, = llq
-q
« On suppose quye| <1. Calculer lim a, »
Si|g <1, c'est-a-dire s-1<q<1, on a alorslim q" =0, ainsi quelim g™* =0, donc| lim a, zli
n - +oo n— +oo n - +oo q

2
+
2. Soitf la fonction définie par : f(x)=

1 1
, pour toutx [ |=;+oo| .
2x-1 2

On note C) la courbe représentative de la fonctia@tans un repere orthonorrﬁ@;r; I) .

« Résoudre I'équatioffx)=x dans}— +00[ On note paw la racine de cette équation. »

+

=X = X’ +1=X(2%x=1) = X*+1= A*~Xx = x?=x- 1= (

Pour toutx[] 1;+oo , f(x)=x-:»
2 2x-1

On calcule le discriminant de 'équatiod\:= (-~ ) ~4x1x(-1)=5

1-/5 1445

L’équation admet donc deux solutions réellex_L:=— et X, :T' Parmi ces deux solutions, une seule

1++/5
2

appartient a}%&m[ (en effetx;<0). Ainsi |(@=
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« Déterminer le tableau de variationsfde

La fonctionf est dérivable suﬂ%; +oo[ en tant que fraction rationnelle définie s}%&o{, et pour toutxD}%; +oo[,

puisque f (x) 2% ouu(x)=x*+1=u'(x)=2x etv(x)=2x~-1=V(x) = 2, on aura:
U (x)v(x)-u(x)v(x) _2x(2x-)=(X+)x 2_a¢ ~ox-2¢~2_ a¢- - 2_ {¥-x-}

(v(x)) (2x-1° (-9’ (x=9" (=2}

Puisque pour touxD}%&oo[, (2X-1)2 > 0, le signe def'(x) sera identique & celui d& — x—1.

f'(x) =

Dans la question précédente, nous avons déja rééqliation x> —x—1=0 (sur R et en particulier sur}i;ﬂo[).

1-/5 1+/5

Nous avons trouve deux solutions réeli«;;T etx, =@= >

D’aprés la régle du signe d'un trindéme, le signé@ressionx” —x -1 donc def'(x) est donné suR par :

1-4f5 ¢:1+~£ o

x | -t n=———  E=

2 2

A-x-1 4+ 0 — 0 -+

En patrticulier, le signe dé'(x) sur}%; +oo[ est donc :

by
|
[ %]
Il
=N
Il

(%) — 0 +

On en déduit quef:est strictement décroissante u2¥;¢ et strictement croissante s[u,'ﬂ, +00[

: g : 1 1
« Démontrer que la droit®] d’équationy = > X+Z’ est asymptote &f en +oo »

1 .
Pour toutx [ }E;ﬂx{ , on calcule la différence :

(1 1)_x2+1 1 1_x2+1(1 j
f(x)-| =x+=|= e _| =
2" 4) x-1 20 4 x-1\ 2
_xe+l 2x-1_40¢+1)  (2x-1)(2x- )
2x-1 4 4x-3  4zx-)
_4X¥+4 -1 5

4(2x-) Ax-) 4z-)

. : _ , . 5
Puisquelim 2x—1=+c0, en en conclut, par produit et quotient, du® ———
X > +00 X — +00 4(2)(_])

=0, c'est-a-dire que

X — +oo

lim f (x) —(%x+ij =0, ce qui prouve que la droitB) d’équationy =%X+—i, est asymptote &f en +oo
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« Tracer la courbeQ) et la droite D) dans un repére orthonorrf@;r; I) (on prendra 2 cm pour unité). »
Afin de réaliser un tracé précis, on remarque que :

lim =2x-1=0" et lim X +1=Z' donc par quotient lim f (x) =+c0, ce qui prouve que la droite d’équation
xO0O-= Xo= x0O0Oo=
> 2 2 > 2

1 . .
X= E est asymptote verticale a la couri@. (

+
f atteint son minimum lorsque = @= % =1,6.
Elle y croise alors la droite d’équatigrx, c'est-a-dire que f (¢) =@

Le calcul de quelques valeurs remarquables fournit

X 1 2 3 4
2 2 2 2 2
fx) =Xt =2t oo (2)= 2L 20 (9= 3P L0 5 (= AL 1T 5y
2x-1 2x1-1 2x2-1 3 2x3-1 5 2x4-1 7
Enfin, on trace I'asymptote obliquB) d’équationy :%x+:11r

Le tracé de la courb€) et la droite D) dans un repére orthonorrf@; i I) donne donc :

3.0n considére la suite récurrerfte,) - définie par :u, =2 etu,,, = f (u,), pour toutn ON .

« Démontrer quep< u, < 2, pour toutnJN. »

Notons P(n) la propriété «p<u, <2 » et montrons par récurrence que la propri{é) est vraie pour toun JN
Initialisation :

La propriété est vraie ponr0 caru, = 2> @ (rappel@= 1+—f =1, 6) et, par définitionu, < 2

Hérédité

Supposons la propriéﬂé(k) vérifiée pour un certain enti&¢[1N , c’est-a-direp<u, <2.

Puisquef est strictement croissante gt +oo[ , on a doncf (¢) < f (u,) < f (2).
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Mais puisque f (¢) =@ et f(2)==<2, on obtientgs< f (u )<2, cest-a-dire@<u,, <2, qui est la propriété

wlo

P(k+1). Ainsi P(k) = P(k+1), ce qui achéve la phase d’hérédite et la démaiustrpar récurrence.

En conclusion, la propriété’(n) est vraie pour toun JN, c’est-a-dire : Pour tod N, ¢<u <2

« Démontrer quu, ) est une suite monotone. »
Démontrons que la suit(eun )n est strictement décroissante, c’est-a-dire que ot NLN, U, <U, .

Pour cela, noton:P(n) la proprieté «,,, <U, » et montrons par récurrence que la propr%(én) est vraie pour tout

nON.
Initialisation :

La propriété est vraie pour0 caru, = f (u,) = f (2) :§< 2 donay, < U,

Hérédite

Supposons la propriéﬂé(k) vérifiée pour un certain entié¢t[]N , c’est-a-direu,,, <U, .

Puisquef est strictement croissante 5[140, +00[ , et puisquep<u,,, <U, (cf question precédente), l'inégalitg,, <u,
entraine f (u,,) < f (u,), cest-a-direu,,, <u,,,, qui est la propriét® (k +1).

Ainsi P(k)= P(k+1), ce qui achéve la phase d’hérédite et la démaiustrpar récurrence.

En conclusion, la propriété’(n) est vraie pour toun N, c’est-a-dire : Pour tout LN, u,_,, <U, .

La suite(u, ) — est strictement décroissante

« En déduire qugu, ), est une suite convergente. »

La suite(un)n est strictement décroissante et minoréegpaiElle converge donc.

« Montrer que, pour towdtJN, onaO<u,,, —@< %(un —qo)2 »

on aura: pour tounN, [0<u _ —¢@. Le cb6té gauche de

n+l

Puisqu’'on a montré que pour tom[IN, @<u

n?

'encadrement est ainsi démontré.
Pour démontrer le c6té droit, calculons, pour toutN :

G e UL il p(20,-1) ui+1- 2ty
i 2u -1 -1 -1 2 -1

Mais puisqueg est solution de I'équation’ —x—1=0,0n a¢’ —@-1=0 = 1+ @p=¢"

Uz —2gu, + ¢ _ (u,-9)°
2u, -1 2 -1

Le calcul précédent devient dong,, —@=

+/5

Enfin, puisque pour tounIN, ¢<u,, on adona, 21,5 (rappelwle =1,6) donc2u, —1= 2x 1,5- ], c’est-

a-dire 2u, —1= 2 donc

2 15 —2 En multipliant par(un—(a)2 qui est une quantité positive, on obtient donc
u —

n

2
R s e [
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« Calculer la limite de la suit@un)n »

(2—¢)2 et démontrons par récurrence de@) est vraie pour tout

Notons P(n) la propriété «O<u, —@<

22n -1

nON.

1 0 . L] . .
O<u,-@=< F(Z_ go)2 = 0<u, - @< 2- @ est donc vraie. Ainsi, la propriél§0) est vraie.
Hérédite :

Supposons la propriéfKk) vraie pour un certain entié¢[IN , c’est-a-dire0O< u, —@< 22%_1 (2—40)2k

1
22k -1

2
PuisqueO<u, ,, —qos%(uk —40)2 (question précédente), on aura alors u,,, — @< %( (2—¢)2 j , C'est-a-dire

2k+1

2
Kx 1 ,
j (2-¢)° ", ou encore  0<u,, —@<=x c’est-a-dire

1
05“m‘¢££"( 2 W(Z_qo) ’

22k -1
0<u,, - @< # (2- 40)2k+1 , qui est la propriét®(k+1)

Ainsi P(k)= P(k+1), ce qui achéve la phase d’hérédite et la démaiustrpar récurrence.

En conclusion, la propriété’(n) est vraie pour toun 1N, c’est-a-dire :

Pour toutn(ON, |[0<u, —@< 22%_1 (2‘(0)2n -

. . . . : n_ . 1
Puisquelim 2" —1=+co, on obtiendra successivemekin 2271 = 400 donc lim ——=0.

n- +o0 N - +00 N +oo 22n—1

Puisque-1< 2-@<1 (rappel¢=# =1, 6) et puisquelim 2" =+, on auralim (2 —qo)zn =0.

n - +oo n- 4o

Par produit, on obtiendra dondim

n - +oo 22n -1

(2—(0)2n =0, et puisqueO<u, —@< (2—(0)2n, le théoréme des

22rI -1

gendarmes nous permet de conclure §oe u, —@=0, c’est-a-dire quelim u, = ¢

n- +oo n - +co

Exercice n°3 (4 points)

Notons g , E et E les événements :

E; «le signal E) passe par le canal (1) ».
E, «le signal E) passe par le canal (2) ».
E; «le signal E) passe par le canal (3) ».

L'énoncé nous fournit les probabilitgs( E, ) :% , p(E,) :% et p(E,) :%
Si on note F I'événement « le signal franchit lag®-circuit aléatoire (C.C.I) »,
2 1 9 5 1
L’énoncé nous fournit les probabilitg Fl=—=—, F)=— et Fl=—2_==
probabilitdsy, (F)=7- =7 . pe, (E)=q5'etpe (F)S 7=
o 5 =\_, . 1_4 L1113 VT -\_, 1_1
On peut donc en déduire les probabllltéé(F) =1 5°E" pEZ(F)—l 1010 et pES(F)—l 575

et dresser I'arbre de probabilités suivant :
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1. D’apres la formule des probabilités totales, apmie au systéeme complet d’événeme(rﬁg E,; Eg), on calcule :

p(F)=p(E.nF)+p(E,nF)+p(E;nF)
=p(E,)xPg (F)+ p(E;)* pe, (F)+ p(Es)x P, (F)
1,119,121 1,3 1 6 9 10 2

256103210206606060(
5

12

La probabilité que le signakj sorte du systéméZ) est donc égale EI’%

2. Sachant que le signal est sorti ((E) , quelle est la probabilité qu'il soit passé pacdeal (2) ?

On cherche & détermings; (E,)
On applique la formule des probabilités conditidlase:

0. (E,)= p(FnE)_p(E,nF) _p(E)xPp, (F) =f15x1%=ix1_2: E
T p(F) p(F) p(F) 5 20 5 |25
12

Sachant que le signal est sorti (CE) , la probabilité qu’il soit passé par le canal\@ut donc%

Fin du corrigé
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