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Exercice n°1
1) En réécrivant autrement le polynéme P, a savoir

P(z)= 23—222—36+i(&2+ 12- 1;2 z°- 22- 36 i@ B+ 2 ) on s’appercoit que sz est une racine
réelle deP, alors on doit avoir nécessairemezjt—22z, — 36= Q et 3z + 4z, — 4= 0. Cherchons donc les racines
réelles du polynéme R(z)=3z"+4z~4 en calculant son discriminantA = 4% — 4x 3x(-4) = 16+ 48 64 %

~4-/64 —4+64_ 2

d’ou I'existence de deux racines reelleszi -2 et %3 —5 Sur ces deux racines, seule -2 est racine du
X

polyndme S(z) = Z° — 22z~ 36. Ainsi la seule racine réelle feest|z, = -2
2) Il existe donc un polyndmeQ(z) tel que P(z)=(z—(—2))Q(z) = P(2)=(z+2)Q(z), avec

degQ = dedP- ¥ : donc de la form&(z) = az* +bz+c.
Pour trouver Q, effectuons la division euclidiende polynbme P par-2 (puisque I'égalité ci-dessus entraine

Q(z):@, pour toutz # —2) Z+%t+2(6-11)2-3(4 +12) z+2

_— ‘ ) ‘ , _
On obtient : 422 24+ (%-2)z —6i—18
(%= —11)z-3(4i +12)

(%i-2)2" +2(%-2)z

Le polynéme Q est donc :

Q(z)=Z2+(9-2)z-6(i+ 3

(—6i—18)z-3(4i+12)
(—6i—18)z—12i - 36
0

3) On calcule le discriminant du polynéme Q :
A=(9 - ) 4><1><( 6(|+3):—81— 36+ 4 d4 72- 5 1. L'astuce est de remarquer que

-5-124 =(2— 3), ce qui permet de calculer les deux racines complede Q: L'une vaut

-(9-2)-(2-3) -6i -(9-2)+(2-3) -12
( )2 ( ) = sl =-3 et l'autre vaut ( )2 ( ) = 12+ 4_ —-6i + 2. L'équation Q=0 admet
donc une solution imaginaire purez, = —=3i

4) L'autre solution de I'équation @EO ayant été calculée ci-dessus, et par appitake la régle du produit nul,
P(z)=0<= (z+2)Q(2)=0= z+2=0 ouQ(z)= retainsiS={-2;-3;-6+ 3
5) Notons A le point d’affixez, = -2, B le point d’affixe z, = =3 et C le point d’affixez, = —6i + 2

L'affixe du vecteurAB vaut z, — z, = —3i + 2. Celle du vecteuAC vaut z, -z, = —6i + 4
Puisquez,—z = 2(22— zl), on en déduit queAC = 2AB, cest a dire que les vecteulsB et AC sont colinéaires,
donc que les points A,B et C sont alignés
Exercice n°2
tO

1
1) Pourn=0, on doit calculed, J-—lel‘tdt. En convenant que 0 !=1, et puisque pour ta0f t® =1 (on convient que
v 0!

0° =1) le calcul est dond, = J.el“dt = [—el‘t }Z =—¢° +e
0
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1.1 1 1
Pour n=1, on doit calculer I1=I%e“dt=jte“dt=ju(t)V(t)dt avec u(t)=t=u'(t)=1 et
(0 0 0

V(t)=e" = v(t) =—e"" qui sont continiment dérivables sur [0 ;1].

1
Ainsi |, = T - Ju(t)v(t)dt=[-te ] +je“dt— —1xe’+0xel+ 1, =—1+(e-)[=e- 2
0

2) Pour tout entiern non nul, |

n

= j_el_tdt :IU(t)\/’(t)dt avec U(t) :ﬂ U (t) _ nt"t _ {1 o
o 0 n! n (n-1)
1
V(t) =€ = v(t) =-e"" qui sont contindment dérivables sur [0 ;1]. Aihsi= [“(t)"(t)]i —IU'(t)V(t)dt

0

n 1N n-1
= -Lg +J- U erigr= —i+gel‘°+ ., d'oularelationl -1, = e
n! > (n-1)! n n n!

0

1,1
3) Montrons par récurrence que pour tout emtigt | = e—Z—I. NotonsQ(k) la propriété «l, =e- Z— »

p=0 p p=0 p
1 . :
Initialisation : La propriété est vraie pok=0 car e— Z— e—ﬁze—l (par convention 0 !=1), et puisqu’'on a
p=0 p -
calculél, =e—1 dans la question 1)
51
Hérédité: Supposons la propriété vra@(m) pour un entiemfixé, a savoirl , =e— —-
p=0 p
1 . 4 . .
On a alors, daprés la question 2), .., =1, —( 1)| , donc en appliguant I'hypothése de récurrence,
m+1)!
m 1 m+l
ly=€—) ——F——+ —z , Ce qui est la propriété a l'ordret+l, et achéve donc la phase d’hérédité, et la

démonstration par récurrence.

51

Conclusion 1a propriétél A = e—Z—I est vraie pour tout entier
p=0

4) Posons, pour tout entiemon nul, f, (t) =t"e"™.

Pour tout entien non nul, f, est dérivable suR et pour tout réel, f, (t) =nt""e"" —t"e"" =t""e** (n-t)
Sin est un entier non nul, donc supérieur a 1, on aiumer que pour toutD[O,:I], fn' (t) =t" e (n—t) >0, donc
que f  est croissante sur [0 ;1]. Elle atteint donc saximum lorsque=1, lequel maximum vauf (1) =1Ie*=1

Ainsi, on peut affirmer que pour toutD[O,]], f, (t)sl. On passe aux inégalités dans lintégrale. Ainsi

1.n 1
t 1 1 o 2 R 1 _—

I, = .[—el ‘dt sj—dt s—(l— O). L'inégalité |, <— (et méme | < — !) est donc vérifiée pour tontnon nul

o n! | nl n! n!
Enfin, puisque pour tou’tD[O :I] —t“e“ >0, linégalité |, =20 est vérifiée par positivité de I'intégrale d’'une
fonction positivie. Ainsi, pour tout entier naturehon nul,|0< | s—'

n!

: .2 s , .

5) Puisquelim — =0, le théoreme d’encadrement « des gendarmes »peoneet de conclure qudim |, =0| (ce qui
n-+o Nl n- +oo

permet, au passage, d'étalir le résulian Z—
n - +co

~—
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Exercice n°3 A E
1) L'événementQ,, « la puce se trouve e a l'issue du 1 saut » est impossible

car la puce se trouvait €@ au départ, et I'a donc quitté a la fin dlishaut .
Ainsi |p, = p(Q,)=0
Aprés ce premier saut, la puce se trouve en A,B,0.0Quel que soit le sommet st

lequel elle se trouve, elle peut joindre de manégeiprobable soit le sommé?
soit 'un de ces deux sommets adjacents (par exerspklle est en A, elle peut s
rendre en B,D o). Ainsi | p, = p(Q,) :é D C
2) Apres chaque saut, la puce pouvant se trouvelwsu quelconque des 5 points, la somme des pititésbdes 5
événementsy,, B,,C,,D,,Q, vaut 1. Ainsip(A,)+ p(B,)+ p(C,) + p(D,) + p, =1

Et comme au départ, les 4 sommets A,B,C et D pbétad atteints avec la probabilité lors du prensiut de puce, on
aura donc pour tout N, p(A )= p(B,)=p(C,)= p(D,) (alors que ces nombres sont différentsgjepuisque le

sommetQ était « favorisé » des le départ.

L'égalité p(A,)+p(B,)+p(C,)+ p(D,)+ p, =1 se réécrit doneép(A, )+ p,=1= | p(A) 2211(1— P.)

Enfin, puisquep(A,) = p(B,) = p(C,) = p(D, ). on obtient I'égalité attendue :

p(A)=p(8) = p(C,) = p(D,)=5(1-P,)

3) Si aprés un saut, la puce se trouve en A,B,0,0on a vu qu’elle pouvait revenir €@ avec une probabilité égale a

1 Lo 2
5, et se rendre vers un autre sommet avec une plichbégale a§

Si, en revanche, aprés un saut, la puce se trouge,elle ne peut pas s’y trouver au saut suivant.
On a ainsi établi les probabilités conditionnelles

P (@) 0. Bo, (8,1, Py (@)= ety (@,0) =2

On applique alors lbormule des probabilités totalesau systéme complet d’événem(éﬁln;Qn) , pour écrire :

Pour tout entien N ,

P = P(Qnt) = P(Q0 0 Q) + P(Q, 0 Q) = P(Q0) P, (Qer) + P(Q4) P (Qrd)

= p, x0 +(1- pn)xi
3
o 1
On a ainsi établi la formulgp, ., 25(1— p.)
1 1 1 11 1 1 1
4) Pour toutnIN, on calculeq,,, = P, ——==1-p,)——=——"—P, —— =P, +—
) Gs = Pra = =517 P) "= 57 5P = P T T
1
. 1 . 1 B/ |1 1) 1 . .
En factorisant par-., on obtient G =3 Pa™ 271 [S735| Pam )T Tt Ce Qui prouve qué la siite
3
orétiane de raisort ot d . WYRTRIELE
(a,) ., est géométrique e raisori; et de premier terme, = p,~7 =1-7 =7

. . AW " rFi . 3
5) Puisque la swtéqn)n est géométrique de ralso1f1§> et de premier term¢, =—, on conclut que pour toutJN,

N

3 (1Y _ 1V T 1.3 ( 1Y
g, ==X —= ,etpwsqueqn—pn—z,on aurapn—qn+Z.A|nS|, pour toutnIN, |p, =—+—X __3
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Exercice n°4

o) HP
1) Dans le triangle AHP rectangle en H, otaa(HAP) AH
Puisque H est le projeté de P %@;T), les coordonnées de H sont (2,

et ainsi HP=1.

1 1
On obtient alors tan(f)=—— < |AH = (puisque
AH tan(8) . . .
O<«9<g,onatan(9)¢ Q. Ainsi, |OA = OH +HA=2+t18 o ! H s AT
an : : ! :

2) Dans le triangle OAB, puisque (HP)//(OB) (deunitts perpendiculaires a une méme troisieme omatllpkes entre elles),

1
Ix| 24+ ——
AH B HP x AO ( tanﬁj

HP
on applique le théoréme de Thalés=—=— = OB= = . On simplifie I'expression
OB AO AH 1
tand
1><(2+ 1 ) 1
tand :tant9><(2+t 49): 2tar@ + .. On a ainsi montré I'égalitk’OB=1+ 2tan0|
an

OAXOB (2+ 0)><(1+ 2tanp)
L’aire du triangle OAB rectangle en O vaut tan

2

1j(l+ 2x) la  fonction  définie  sur ]O;+00[, on  développe

3) Si on note f(x)=(2+
X

1 1
f (x) =2+4x+—+ 2= IX+—+ 4, et on dérivef qui est dérivable su]O;+00[ en tant que somme de fonctions qui le

X X
) _ 1 1 1 _ ) 1
sont : Pour toutx de ]O,+00[, on obtient f' (x) 2—=|| 2+—=|. Puisque XD]O,+00[, 2+—=>0, donc
X X X X
f'(x) aura le méme signe qL%—1 Or2—1 0~ E: 2= x-—l et2—1>0c>é< 2= x>} (carx > 0) (et
X X X 2 X X 2
1 1 1 1 ,
par conséquer2—— <0 « 0< x<§) Ainsi, pourx[] |0 E (X)<O et pourx[] §;+oo , f (X)>O
X

. . 1 . . 1
On en conclut queest strictement décroissante s}(ﬂ'a} et strictement croissante s[ugﬁoo{

1 1 1 1
Elle atteint donc un minimum eg , lequel minimum vaut f (—j = 2+T (1+ ZXEJ = 4x 2=

4) La fonction tan étant bijective de}o;g[ sur ]O;+00[, on pose x=tand, dans [Iexpression
1
£2+)x(1+ 2x) f(x)
, pour obtenir : Aire OAB= X i =

el ML)

1 8 L . "y
X:E = tan9=—2, lequel minimum vautT =E=4. Comme l'unité des axes du reperes est de 2 cenynite

(2+ ! jX(1+2tant9)
tand

2

, qQui admet donc un minimum lorsque

d'aire vaut 4 cf et|I'aire minimale du triangle OAB est donc 4x&=dnf]
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1 1 : . .
5) Pourx :E = tand :E , les dimensions du triangle OAB sd

Ce triangle est tracé ci-dessous :

Fin du corrigé
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et

1
OB=1+ ZXE: 2
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