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Exercice n°1 (3 points)

Notons z, =1+i+/3. Alors le module dez, est|zl| =, +(\/1_3)2 =/1+ 3=+ 4= Z Pour trouver un argument de,

7
cherchongf tel quecosd :% etsing = g . On trouved = 7—;[271] . Ainsi |z, = 23

De méme, notonsz, =1-i. Alors le module dez, est|z,|=/1*+(~1)" =+/2. Pour trouver un argument dz,

L
cherchonsf tel quecosﬁzi =— V2 etsing = 1 —ﬂ. On trouved = —7—7[271] . Ainsi |Z, = J2e
J2 2 N 4
1 1 ig i R i7—”
Le quotient1+|\_/§ s'écrit doncl+|\_/§ . \/Ee[3 [ 43) =J2e12,
1-i 1-i \/— _,,

Alors z:(%}zoz(ﬁéiz] (\/E) i 2 _((J_Z)Zjloeilg
1407 _ 6x 241 41

Commel40= 6x 24~ £, on aura —-———=6Xx 271—— =- 3[27T]
12 12 12

jdor  m
Ainsie 2 =g 3 =c0'{—7—7)+i sir(—ﬂj_l E
3 3) 2 2

. 2\ o U (1+i3) 1,4
Enfin, (\/E) = 2= 1024 En conclusionz=| ——= | =102 2 2 = 512+ 510

1-i

Exercice n°2 (3 points)
Les coordonnées dAB sontﬁ%(xB —Xar Ys — yA) , c'est-a-direA—B(&/E - 442~ % .

Les coordonnées dBC sont AC (X =X Ve = Ya) c’est-a-direE(Zx/E— 37 2- ]) :

On examine le critere de colinéarité des deux vesten calculant les produits en croix :

D’une part(3\/§—4)(\/_2—])= 3V xV22d24d 2 4 100
Dautre part(2v2-3(V2- 3= 22V 2 42 d 2 6 10

Les produits en croix étant égaux, les vectedBs et KC.f sont colinaires, donc les points ,B et C sontnat

Exercice n°3 (4 points)

. . 1 . . . A
Soitx un réel non nul tel qu&+ = soit un entier. Pour montrer qué> + est un nombre entier, démontrqe
X

X2005
. n, 1 . ,
récurrence que pour toun N, X" +— est aussi un entier
X
. a1 :
Notons Qf) la propriété «x +F est un entier »
La propriété est vraie pourl par hypothese

2 2
De plus(x+1j -2=x*+ 2XXX£+(—1J -2=x 1
X X

X NG
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2

S | 1 : 1 . o . L1 ,

Ainsi X" +— =| x+— | =2, et puisquex+— est un entier, son carré I'est aussi, et aifsk— est entier, comme
X X X X

différence de deux entiers. La propriété est doae\poum=2

: s . , : < - 1
Supposons maintenant les propriétép-Q(et Qp) vraie pour un certain entigp[1N, c’est-a-dire quex”™ t— et
X

est entier

xP +—> sont des entiers, et montrons que la propriépé Q)(est vraie, c’est-a-dire que’* + ve)
X X

Ondévelopp{xp+ipj(x+lj:xp+l+xp‘1+ pl_l+%d0ncxpﬂ+%=(xp+ipj(x+—1j—(xp_l+ pl_lj
X X X X X X X X

! ] 1 . . 1 . 1 1 .
Par hypothése de recurreno<—f’,+—p est entier. Puisqu&+— est un entier, le produ(txp +—pj(x+—j est entier
X X X X

est entier. Par différence

g . . .. N P -1
(le produit de deux entiers est entiers). Enfinjdars par hypothése de récurrengé,” + =

de deux entiers, on conclut qu&™ + X:pL+1 est entier. On a bien montré q(@( p-1) etQ( p)) =Q(p+17, ce qui

achéve la phase d’hérédité et la démonstratiodqurrence

Exercice n°4 (10 points)
Partie |

1) f est définie et dérivable SL]|O;+00[ en tant que somme et fonctions qui le sont, et pout XD]O;+00[,

f'(x):1+1><£=1+—1. Mais commexD]O;+00[,on aura1+i>0c» f'(x)>0
2 X 2X 2X

f est donc strictemet croissante $0r+00[

De pluslimIn x =~ donc|lim f (X) = —oo|.

X-0
x>0 x>0
. 2 1 Inx . .. Inx .
Enfin, pour tout XD]O;+00[, f (x) = x(l——+5><—j. Par croissance comparédim — =0, et puisque
X X Xt Y
.2 ) ., ) ;
lim ==0 et lim In x=+o0, on conclut, par différence et produits quien f (x) = +co
X — 400 X X — +00 X — +oo
Le tableau de variations dest donc :
x |n +co
+o0
—{0

2) Sur I’intervalle]0;+oo[, f est continue et strictement croissante. De rjlrrgsf (x)=—oo et lim f(x):+oo.
X

X — +0o
x>0

CommeO0O [lim f (x); lim f (X)| , lethéoréme de la valeur intermédiaireaffirme I'existence d’'une unique solution

;;OO X — 400
| & l'équation f (x) =0. TH W
Grace a la calculatrice, on peut dresser un taltleawaleurs désur]0;+oo[ 0 EERUR
Puisquef(1)<0 etf(2)>0, on peut affirmer qug D]l; 2[ , donc@ = EEEEE
3) Puisquéd est strictement croissante s]ﬂ}‘, +00[ , E %;EEE%
pour tout XD]O;I[, f(x)<f(l), cesta-die f(x)<0, et pour toutxD]I;+00[, f(x)>f(l), cesta-die

f(x)>0,
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Partie Il

1) On utilise la limite de croissance compaifa x?In x=0 pour conclure, par somme, qJﬁT{l}g(x) =0=g(0)|,
X X -

x>0 x>0

donc queg est continue e 0

Pour tout X[O]0;+od], g(x):xz(—%+—l—ilnxj. Puisque im 220 et iminx=+0, on a

X X — 0o X X — 400

. 7 1 1 . . A ¢ ,
lim——+=-=1In Xx=-00, et puisquelim x° =+, on conclut par produit qudim g(x) =—00

X > +00 8 X 4 X - +00 X — +00

2) g est dérivable sur]0;+00[ en tant que somme et produits de fonctions qusdet, et pour toutx>0 ,
0 ()= ~£x2x+ 12 (V) +u(x)V (x)) b u(x) =Xt = U () = 2x etv(x) =Inx=>v (x) = .
X

Ainsi g’(x) :—£x+1—%(2xlnx+x2><—1) :——fo+1— X InX——1x=—2><+ 1——;x Inx
X

On calcule par ailleursf Llox Toostin[ ]2 2 2——1In(x) - 1- X-—X Inx
X X 2 \x X 2 2

On a bien I'égalitd g'(x) =xf (lj

2 2
3) On calculeg(:—Lj :—Z[}j +—]'—_J'(_1j In—lz —_Z+_1+_;L|n|
I 8\ I 4\l I g | 4

Or par définitionf (1)=0 = | - 2+% Inl =0 = Inl = 2 2-1). On remplace donc dans le calculg%%j :

1 7 1 1 7.1 42 -7+8+2(4-2) % H _
Tlz——+ S+ —(2(2-1))=——+—+ = = , d’ou I'égalité demandée.
g(lj AR CCE) AR e 87 g

Pour toutx>0 , g'(x) aura le méme signe qub(lj . Ainsi :
X

Si XD}O;%[, on Ak 41 > dobd (lj >0 et par suiteg’ (x) > 0.
X X

I—lf(l):O

-

Si XDL};%O[, on aura— <| donc f (lj <0 et par suiteg' (x) <0. Enfin g(%) =
X X

=L

. . : 1 : L
La fOﬂCtIOI’]g est donc strictement croissante %OET[ et strictement décroissante s

Son tableau de variations est donc :

& 0 l +o0
!
[1] 1+4{
. gl =
2(%) /[ [T \
0 -0

4) Une équation de la tangente & la coufbeeprésentative dg au point d'abscisse 1 est=g'(1)(x-1)+g(1). Or

o @)=1xf(3)= 1(9=-10t9()=

1

. . . { . . . . 1 9
Ainsi une équation de la tangente a la codrbeeprésentative dgau point d’abscisse 1 et = —(x—l) +§ = —x+?3
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Une équation de la tangente & la coufbeeprésentative dg au point d'abscisskest y=g'(1)(x~1)+g(l). or

1) _1+4
"(I)=0etg|=|=
J ( ) g(lj 8l?
. . . R . . / . 1+4
Ainsi une équation de la tangente a la codrbeeprésentative dgau point d’abscisseest|y =?

. ' 1 > A v . .
En reprenant I'écritureg (x) = —2x+1—lenx, et en utilisant la limite de croissance compahlégxln x=0, on
X -

x>0

conclut par somme quéim g'(x) =1|. Graphiquement, cela signifie qlie admet en O une demi tangente paralléle a la

premiére bissectrice.

Partie Il

1 1
1) | :szlnxdx:ju'(x)v(x)dx ou u'(x)=1=u(x)=x et v(x)=x2|nx:>\/(x)=2x|nx+x2x1=2x|nx+x
a a X

sont des fonctions continument dérivables]mr]{ ,0<a<1
La formule d »intégration par parties nous perriwsal’écrire :

| = [u(x)v(x)]i7 —Iu(x)v’(x) dx = [xs In x]f7 —Jl-x(2xlnx+ x) dx

a

1 1 3L
= —a'3lncr—2j-x2 Inxdx—szdx: -adlna -2l —{X—}
3

a a a

3 3 3
a

=-a’Ina -2l —1—+—:—2| -t |nar-+-a__iL
3 3 3 3

3

a’ 1 -a’lna  a®-1
On en conclut donc qudl =-a* Ina+?—§ donc quel = +

3 9
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2)
_ | (T 1
I(a)—jg(x)dx—j —g X TXTX Inx |dx
1
:j—zxzdx+jxdx——1l
8 2 4

T 7.0 11,7 1f-a°Ina a-
= x| +|=x%| == +
24 2 4 3 9

a

3) En utilisant la limite de croissance compaiié@gcfln a =0 on conclut quelirrg)l (a) =7—2
a-— a-

a>0
Puisqueg(x) >0 sur]0;+00[, ce résultat mesure l'aire, en unités d'airesgdonaine délimité par la courbe, I'axe des
abscisses, la droite d’équatigr0 (I'axe des ordonnées) et la droite d’équak

Fin du corrigé
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