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Exercice n°1
Puisque pour toutx(OR, cosX= Z(COSK)Z— , l'équation (E) 4cosX- 6co%— % est équivalente a

4(2co§x— 1)— 6cos— & O | 8cdE— 6ows =5|

Si on poseX = cox , I'équation devient alors équivalenteBX? —6X — 5= 0 (E'), gue I'on résout en calculant son

discriminant :A = (—6)2 - 4x 8x(-5 = 196= 14. L'équation (E’) admet donc deux solutions réetlistinctes :

_=(-6)-v196 _6-14 I SV —(-6)+v196 _6+14_5

17 2x8 16 2 7 2x8 16 4
On « revient » a I'inconnue;

X, =§ = COSX =g, équation qui n'admet pas de solutions d&nspuisque pour touk IR, —1< cosx <

x—z?ﬂ+2knkDZ

X, =-% o cosx=-= o insi [$=4 2 4 2k k 02~ 2+ Am) Oz
2 27| on 3 3
X= _?+2|7T|DZ

Exercice n°2

, . 1,1, 1.1 1 1 .
Pour tout entiemUN , notons §, =, [1+—+ 1+ — ....\/1+—2+—2 , et montrons par récurrence
z 2 n

22 E (n+1)
1
n+1

»

surnON" que pour tout entien N, S = n+1—i+1. Notons Qf) la propriété «S, =n+1-
n

Initialisation : Sin=1, alors d'une par§ = 1+12+—12 =\/2+—1 =\/§=—3 , et d’autre parfL+ 1—i = 2—E =§
1 2 4 4 2 1+1 2 2

d'ou I'égalite S =1+ 1—1%1, qui est la propriété Q(1).

Hérédité : Supposons la proprieté ©( vraie pour un entier p quelconque fixé, a savoir

2 p2 (p+1)2

1 1 1 1 1 1 1
S = [1+=+—+, [1+— >+ +—+——=p+ F——, et montrons que la propriété est
L L
1
2

alors vraie, asav0|8 \/1+ + 12 \/1+—1+—1+,,__ 1+ 1 5+ 1 > =pt 2>
o2 2 3 (p+1)" (p+2) p+2

On calcule :
1 1 1 1 1 1
S, =.1+=+— I+—+—=+.... (1
p+1 \/+12+22 +\/ +22+32+ \/+(p+1)2+(p+2)2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
= l+=+—+ [1+—+—+ ... | l+—+ + | B + =S + | W +
\/ r 2 \/ z 3 \/ p* (p+1)° \/ (p+1)° (p+2° p\/ (p+3* (p+2°

et puisque par hypothése de récurrence, &) & 1+112+?12 +\/1+?12+?1 + ....\/1+—12+ ! =p+ 1——1,

on se retrouve aveg,,, = p+1- 1 + |1+ 1 + 1
p+l (

p+1)" (p+2)°
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Il nous suffit donc démontrer I'égalité :

T S 1 11,

12+ 12_p+ = |1+ 12+ > = - +
P+l (p+1) (p+2) p+2 (p+1)" (p+2" P+l p+2

On met le membre de droite sous un méme dénominateu
1 _ 1, _p*r2-(p+D)+(p+Y(p+ 9 _p+2-p-1+p’+2p+p+2_  p’+P+3

p+l p+2 (p+1)(p+2 (p+3(p+ 2 (p+3(p+ 2
Dans le memnre de gauche, on effectue une misemerdénominateur « sous la racine carrée » :

L, 1 |(p+)(p+2)  +(p+2) +(p+
(p+1)° (p+2)° (p+9*(p+2°

(p2+2p+1)(p2+4p+4)+(p2+ 4o+ A)+(p2+ D+ )_

= p'+4p +4p*+2p°+ 8p*+ G+ p+ o+ 4 p’+ p+ 4pi+ P+

= p*+6p°+15p°+ 180+ 9

. On développe le numérateur :

4 3 2 2 2
On remarque qug” +6p° +15p°+ 18+ 9=(p + P+ :}

2 2 2 2 2 2
)°(p+2)°+(p+2°+(p+D)° _ | (P°+3p+3 _ plezpes
(p+1)*(p+2)’ (p+3°(p+2" (p+1)(p+2)
membres de cette fraction sont positifs.
N 1 _ 1
(p+1f (p+2) P+l p+2
propriété Qp+1) , ce qui acheve la phase d’hérédité et la détration par récurrence

(p+
On conclut donc que

On a bien I’égalité\/1+ +1 qui nous garantit qus,,, = p+2—%2, qui est la

Exercice n°3
1) On calcule :

P(i\/§)=(ix/§):—6(i\/_3)3+ 24iV 3 - 16V 3+ 63 (Y Bic- BRI+ 44)3- nb 43
:((\/5)2)2(51] —6(x/§)z><(\/_3)i;1><i+ 2z(\/_32itjl— 18/ 3 63
=9+18/3-72- 18/ 3 63- 68 63 |0

et de méme

P(-iv3)=(-iv3) - 6(-iv3) + 24~V - 18-V 3+ 63 (- Bit- - Bit+ 44y )3+ 18 43
([~ 2] e~ (e oA Y e 28

=9-18/3- 72+ 18/ 3 63 - 68 63 |0

Les complexesk/g et —i~/3 sont donc racines sur polynéme P.
Ainsi, il existe un polynédme Q du second degréeffaents réels tels que :

- . . 2 ) )
P(Z):(Z"*/é)(”'*/é)Q(z) - P(Z):(Zz‘('*/é) )Q(Z) = P( ' 6 42477 182463 | 2°+3
Pour trouver Q, on effectue une division entre potyes : Pour tout 2 4357 R
différent dei/3 et —i+/3 ,ona

P(2) —62" +21z" — 182 +63

Q(z) = 713 On effectue la division : > e _18s
Ainsi |Q(z) = 22 -6z+ 21 21z +63
21z° +63
1]
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2) Puisque P(Z)z(zz+3)(zz—62+ 2]), la régle du produit nul affrme queP(z)=0 < z?+3=0. Ou

7 -6z+21= 0 Résolvons I'équationz’ —6z+ 21= 0 = Q(z) = 0 en calculant le discriminant du polynéme Q :

A=(—6)2—4>< 1x 21= 36- 84— 4. Le polynbme Q admet donc deux racines complexesjugquées
+i/48 —

( ) \/_ 6+4h/§ 3+2\/—3 et22221:3—2\/_3 . Ainsi S:{ix/é;—i\/?%;3+ 2\/_3;3— 2[}3

2x1 2
3) cf fin d’exercice

4) Si E est le symétrique de D par rapport & Qsatg = -z, = —(3— Z\/E%) =-3+ 2./ 3

2% _ 3+2\3+iV3 _ 3+ 3/3_ iV 3

-2, —3+243+i/3 -3+3/3 - #i/:

On multiplie numérateur et cénominateur de la fomgpar la quantité conjuguée du dénominateur :
2z (WVI)(-EY _1i3-ivaes_2-2/3 1V
-2 (-1+1V3)(--iV3  (ap-(iV3) 3 2 2

NE

On détermine module er argumentéei7 :

On calcule alors

Le module de ce complexe va 2] (\/3] —jr+—4—\/1 1. On cherche ensuité tel que COSH—% et
sind = —ﬁ. On trouved = —7—T[277] . Ainsi "% =1—|£ = e_|5
2 3 z.-2, 2 2
’g BC

e 3 = LT =1 BC=BE, donc le triangle BEC est isocéle en B.

De I'égalité précédente, on déduit c{&é_—zB‘ =

De plusarg(%j =7—;[ 1] - (ﬁ ;B—C) 25[ 21, dondle triangle BEC est finalement équilaféral
T 4B

Figure :
E !
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Exercice n°4
Partie |

1) g est définie et dérivable su}0'+00[ en tant que somme de fonctions qui le sont, et pout XD]O;+00[,

1_2¢-2_2(¥-1) _2(x-1)(x+1)
X X X X
Puisquec0, le signe deg'(x) sera donné par le signe (e—1)(x+1), expression dont les racines sont -1 et 1

g'(x)=2x-2x=

Ainsi, pour x3]0;1[, g'(X) <0 doncg est strictement décroissante sur 10 ;1[, et poutr xO]1;+eo[, g'(x) >0 donc

g est strictement croissante %l’lr+oo[

. o g . —12 _ _ .
2) Sur]0,+oo[ , g atteint donc son minimum lorsgue= 1, et commeg (1) =1 - 2x I_[)Ll— 1, on peut affirmer qu@ur

tout x[0]0;+eo, g(x) >0
Partie 1l

1) Puisquelingln X =—o00, on en déduit par quotient et somme, 1'm% f (x) =—oo|. La droite d’équatiox = O (c’est-
X— X -

x>0 x>0

a-dire I'axe des ordonnées) est donc asymptoteakrta la courbe (C)

. X 1 Inx
2) On transforme I'écriture déx) : Pour toutxD]O;+00[, f ( ——+ +—

2 X X

. . : . Inx . 1 . X s
En utilisant la limite de croissance compardé® —— =0 et puisquelim — =0 et lim — =+, on déduit par somme

X+ Y X +o0 Y Xa+002
Xx_ 1 Inx

que | lim f (x) = +o|. De plus, pour touxd]0;+oo[, f (x)—E——+— et puisquelim In—X=O et lim 1=O
X — +00 X X X — 0o X X”+°°X

on aura dong lim (f () —gj =0/, ce qui prouve que la droif@) d’équationy zg est asymptote oblique a (C) en

X — +oo

X 1+Inx
—= . Or

[+00. JPour connaitre la position relative de (C)(&t), on étudie le signe de la différende(x) -
X

f(x)—E:O@ 1+INX=0+- Inx=-1- X:E:e‘l etf(x)—§>0© 1+INXx>0< Inx>-1- x>}:e‘1
2 e 2 e

Ainsi (C) et(A) sont sécantes au point A d’abscislse e et d’ordonnéef (lj = 2i
e e e

De plus, sur} 1[ (C) est en dessous ¢A) , et sur}E +oo[ (C) est au dessus §4) .
e e

3) f est définie et dérivable SI]@;+00[ en tant que somme et quotient de fonctions gsie, et pour touKD]O;+00[ ,

1

=xx—(1+Inx)x1
. 1 1 Inx_ 1 1
=g 72 T 2= 59X

Puisque pour touXD]O;+00[, 2—12 >0 et g'(x) >0 (question 2 de la partie 1), on conclut que pout kD]0;+00[,
X

f'(x) >0, donc quef est strictement croissante s]m‘, +00[

Le tableau de variations diest donc :
¥ §] o0

+Hxo
; [:x:] /

=0

4) La droite(A) a un coefficient directeur égal—]é‘a
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- , . : s 1 Ina
Le coefficient directeur de la tangente (T) en ompd’abscisse est égal af (a) 25——

2
a
La tangente (T) sera paralléle(ﬂ) si et seulement si ces deux droites ont méme icmaff directeur, donc si et

seulement sif'(a) =% = —=0= Ina=0<= a=1|Cest donc au point B d'abscisse 1 et d’ordonf¢d) :g
a

que la tangente (T) sera parallele/s)

5) Sur ]O;+00[, f est continue en tant que somme et quotient detifmscqui le sont. De plus elle est strictement

croissante sur]0;+00[. Enfin, puisquelxi[?) f(x)=-co et tho f (x)=+c0, on a 00 IXIE(?) f (X)X"ﬂ]w f(x) . Le

théoreme de la valeur intermédiaireaffirme donc I'existence d’'une valear telle que f (a) =0

+ 2
Par définition, f () =0 < a , 1tina —0o lIng=-92--1
2 a 2

Le coefficient directeur de la tangente a (C) amtptfabscissexr est égal a :

2
1 Ina_1 (_C; ﬂj
na
f'la)==- ===
( ) 2 a,Z 2 a,2
6) Représentation graphique de ((2)) et (T) :

1 1 1 1 - .
=—+—-+— =1+—>1. Ce coefficient est donc supérieur a 1
2 2 «a a

. . (1"
B A s (U S e b :
N
N Es L
5 ' ' ' = ' I
N T Pt S Vel NN R S
M= - - - - - -

S S O St S SO
Partie 1l
n-2 = = i_l 12
- L
1) Pour toutnON, u, =e 2 >0.0n calculqu+l = e; = e,; . e?fz i eez t e?—z =e" ™ =e
n e 2 e 2 ?

: L] . . 41
La sune(un)n est donc géométrique de raisoet premier termal, =€ ==
e

. . u . , ,
Puisque pour toun N, u, >0 et puisque"t =e>1 < u,, >u,,la swte(un) est strictement croissante
u n

n
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n-2 n

. 1.1 : 1
2) Puisque pour toun[JN, u, =e 2 =e? >—, et puisque pour touk>—, (C) est au dessus c{é\) , le résultat du
e e

Unsg
calcul de I’mtégralef (f (X) _Ej dx désignera, en unités d'aires, I'aire du domainepldun délimité par la courpe

Un

(C), la droite(A) , et les droites d’équations=u, et x=u,,,

{1‘.‘"

Puisque pour touw>0, f (x)—g =%+Ir17x =§+v’(x)v(x) ou v(x) =Inx, on aura

_un+l X _Un+l 1 Inx _ (In X)2 thnt
v, = | [f(x)—ijdx- j(;+7jdx- In o2

Un Un

=l
[ I G T ———

n

=lnu

n+l

n-12 n-2\?
Ine2 Ine 2
w0 ()t [ne j M
2 2

_ n—1+g(n—1j2_ n- 2__;(n— 2]2 _2n-2+n°-N+1- D+ 4-n’+ 4- 4
2 20 2 2 2 4

_2n-1

4

On calcule la différence de deux termes conséauifia suite(vn)nDN :

v -y _2(n+1)-1 2n-1_Mn+2-1 D+ 1 1
e 4 4 4 B.

. e 1
La suite(v,) . est donc arithmétique de raisgi

Fin du corrigé
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