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EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Corrigénon officiel rédigé par Jean-Guillaume CUAZ, enseighant au & ydiitaire de Saint-Cyr jgcuaz@hotmail.com

Exercice n°1 (3 points)

1) Le module del+i vaut |1+i|=\/12+12=\/_2. Un argumentd de 1+i vérifie cosd =

sind Y =£. Un argument dé+i est doncd =—

NG

IT
Une écriture dd.+i sous forme trigopnométrique est dghe i =\/§e'4
2) On calcule :

P(1+i)=(1+i) - 3(+i)’+2 (1+|) - I i)+ 1

=((a+1)°) - 3(a+i) (2+i) 42 (1+.) L 1i)+

(12+z ] 3(1+.)[f+ 2+L§]+§[f+ 2+i__3J- 3 B

=1

= (2 -3(1+i)(2)+2(2) - 3 B+ 1

-4-3(2+2%)+9- 3 8+ 1
=—4-3(2-2)+9-3 8+ 1
=-4-6+6+9-3-3+1

3) Pour tout complexe,

sz“—?;z%gz ~3z+1=7"~ %%+ 2 -2+ E(2) - :{_z)s+—z(§)2— 2+ £P(2)

4) Si z, est une solution de I’équatidﬁ(z) =0, on aura successivement :

P(z) =0 doncP(z,)=0= 0 c'est-a-dire, d’aprés la question préCédeﬁ’t(”Z:) =0

7, est donc aussi une solution de I'équaida) =

5) Supposons que, soit une solution de I'équatioR(z)=0. On a doncP(z,) =0

Remarquons que, # 0, car 0 n’est pas solution de I’équatié\ﬁz) =0
(en effetP(0) = 0" - 3x 03+g>< G- 30 F )

On calcule :

4
UG Rl
ZO ZO 0 ZO 22O ZO
z,
4

1320+z0 XS +z, (

4

Z Z

Ce qui prouve quel— est aussi une solution de I’équatiBrﬁz) =
z,

Page 1/6

Sl
[

jgcuaz@hotmail.com




6) D’apres la question 2), on sait quei est une solution de I’équatidﬁ(z) =0

D’aprés la question 4), on en déduit duel =1-i est également une solution de I’équatlb(*nz) =0.

D’apres la question 5), on en déduit qfliel et 1—: sont également solutions de I’équatiB(wz) =0.
On calcule 1, = 1x.(1_i). = 1X(1._2i) Sl et 1_ = 1x.(1+i). A 1X(1:i) 1 :

1+i (L+i)(1-i) 1~ 2 1-i (1-i)(2+i) o 2-d 2
L’éguation P(z) =0 admet donc quatre solution distincte$+i ; 1-i ; 1—;' etl—;i.

Exercice n°2 (4 points)
1) La fonctionf est définie et dérivable 51]0;+oo[ en tant que somme de fonctions qui le sont, et pmut
axlox_2_X-4_(x-2)(x+2)

X 2 X X e

Puisquex]0;+«[ , le signe def’(x) sera donné par le signe {le—2)(x+2), donc par celui dex—2 (car

x0]0;+eo[ , £'(X) _2X_

pour toutxd]0;+eo[ , x+2> 0).

On en déduit que :

Pour toutx0]0;+2, f'(x)<0, f'(2)=0 et pour toutxd]2;+eo[ , f'(x)>0.

La fonctionf est donc strictement décroissante €] et strictement croissante g +cd| |

2 _ 2 _
Enfin, Iirr(l) xX-1_0 2 1.1 et Iirrg)ln X =—oo, donc par soustractio 1irr(1) f (x) = +oo|.

x>0 x>0 x>0

De plus, pour touk]0;+co[ , f (x) :lx{(l__l)_EM}

4 x2) 2 x°

: . In(x . . ) \ .
Puisquelim (2 ) =0 (limite dite « de croissance comparée »), on aucaessivement :
X — +oo X

In(x In(x . .
lim %#:O puis lim Hl—izj—zl (2 )} =1. Et puisque lim %xz =+00, ON en déduit par produit que
X - +00 X X = +oo X X X - +00

lim f (x)=+co

X — +0oo

2) La courbe représentative (C) fdgans un repere orthonorr(u@;f; T) a pour allure :

14

e}
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3) a) Pour tout A>0, on écrit Llln(x)dx:Lllxm dx = j x)dx ot u'(x)=1=u(x)=x et

v(x) =In(x) = V() =%, avecu etv dérivables et et v' continues sur tout intervalle de la forr{uie;l] avec

A>0.
D’apreés la formule d’intégration par parties,

Llln(x)dx:Llu’(x)xv(x)dx=[u(x)xv(x)]i —Llu(x)xv’ %) dx
=[xInx[: —le><§dx:1>< In1-A 1A~ 1dx = =1 InA =[]}, =[=AInA =1+ ]]

b) PourA >0, on calcule :
()= (=1 (4) =L1(X4_1—2In(x)jdx

—le dx ZJ- In xdx

3 1

= X1y —2(—/]In/1—1+/])

12 4
3 3

S —1/1 201N+ 2— 2
2 4 |12

3
_i__l_’]_+1)|+2)lln)l+2 24
12 4 12 4

3
= —/]——1;1 +24nA+3]
12 6

3
C) Iim—)l— =0, Iim—z/] =0, limAln A =0 (limite célebre de « croissance comparée ») don2AInA =0,
A-0 12 i-0 4 A-0 10

donc par somme Lim

Exercice n°3 (3 points)
L'univers Q de cette expérience aléatoire est constitué adesdimmble des tirages simultanés de deux boules

10 I
parmi 10. ainsiCard (Q) = 100 _10x9_ 5
2 (10 12 2
Le modéle choisi est I'équiprobabilité des tirages.
5 |
1) Sur les 10 boules, 5 ont des numéros impairs.iAGasd ( A) :(ZJ: G 52')|2|: 5>;4210 et par suite

2) L'événement B « Les 2 boules ont la méme coulesera réalisé si et seulement on tire simultanéraent
boules blanches ou 2 boules bleues ou 2 boulessvért nombre de tirages correspondant a cetttisitusera

donc égal &ard (B) = @j +[‘3 +[3 =10+ 3+ 1= 14 et par suitep(B) :% $ i—é

3) L’événement C « Les 2 boules ont des numéros msi sont de la méme couleur » sera réalisé si e
seulement si on tire simultanément les 2 boulesiplass 3 boules blanches numérotées 1, 3 ou 5.

Ainsi Card(C)=@j 3 et par suitep(C )_C;L(C):i: 1
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4) Les événements A et B seront indépendants sutgreent sip(An B) = p(A) p(B).

-1

L'événement An B étant I'événementC, on aura d’une partp(An B)=p(C) et d'autre part

p(A) p(B) :SXi—:: 42:5 L'égalité p(An B)=p(A)p(B) métant pas vérifiée, les événements A et B ne

sont pas indépendahts
5) Les événements C et D forment une partition deehiément A.

Ainsi, p(A)=p(C)+p(D) et par suitep(D) = p(A) - p(C) M ETE e _ZE'

6) On calculepg (A) = (p(E) ):1_p5)(2;) :14?4 =??=

Exercice n°4 (6 points)
1) Démontrons par récurrence suque OnON O<u, <3

La propriété est vraie pour=0 car par hypothése, =3 doncO<u, < 3.
Supposons que pour un certain entiéfN, on aitO<u, < 3, et montrons qu'alor® <u

<3.

n+l =

. L. . 1 1 . o
Si O<u, <3 alors on peut écrire successivemertl+u, < 4 puis 2 < n <1 par stricte décroissance de la
u

n

< 3 est donc

n+l —

< 2. L'encadremeniD<u

fonction inverse sujo;+eo[ puis % < <2 c’est-a-dire% <u

n+l
n

bien vérifié, ce qui acheve I'étape d’héréditéaeti€¢monstration par récurrence.
Ainsi, |[OnON O<u, <3
2) Pour tout entier non nul, on a :

2 2 2(1+u.) 2(1+u,)  2+2u,-2-A

n-1 — qun—l B un)

1~y :1+Un | T ) (1+u,)(2+u,_,) _(1+Un)( Bu)  (#u)( ¥y, (Fu)( Fu,y)|

3) Démontronsg par I'absurde q(e,) nest pas une suite monotone.

De deux choses I'une.
Si (u,) était une suite strictement croissamela signifierait que pour tout entier non nubn auraitu,_, <u,,

u

c’est-a-direu,_, —u, <0. Puisque pour tout entier non mylon au,>0 et u,_, >0, on en conclurait, par

2(un—l ~ un)
(1+u,)(1+u,,)
u,, —U, <0 en vertu de I'égalité de la question 2), ou enagg<u,. Ceci impliquerait donc que la suite
serait_strictement décroissante qui est en contradiction avec I'hypothese&fead.
De la méme facon, si on suppose cﬁure) est une suite strictement décroissanéta signifierait que pour tout

application de la régle des signes, que pour totierenon nuln, on aurait <0, c'est-a-dire

entier non nuh, on auraitu,_, >u,, c’est-a-direu,_, —u, >0. Puisque pour tout entier non mylon au, >0 et

u,, >0, on en conclurait, par application de la régle sigses, que pour tout entier non mjlon aurait
2(u,, —u,)

(1+u,)(1+u,)

impliquerait donc que la suite serait strictememtissante ce qui est en contradiction avec I'hypothése de
départ.

En conclusion, la suitéu,) ne peut étre ni strictement croissante, ni strietet décroissante. Elle n’est dpnc

Pas monotonb.

>0, c'est-a-direu,,, —u, >0 en vertu de I'égalité de la question 2), ou enagre>u,. Ceci
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4) La suite (u,) est définie par:OnON un+1:1+2 =f(u
un

2 . )
) avec f(x):lT fonction continue sur
X

n

l'intervalle [0 ;3]. Si la suite(un) converge vers, alors lim u_, =1 et la limitel doit veérifier 'équation

f(I)=I o %ﬂ - [1741-2=0
5) On résout I'équatioh® +1 =2 =0 en calculant son discriminant\ =1* — 4x 1><(—2) =9

-1-/9 ~1+4/9
2 2

L’équation|? +1 =2 = 0 admet donc deux racines réelles =-2 etl, = =1.

Mais puisquelInON O<u, < 3, la limite de la suite(un) ne peut étre égale a -2.
[En conclusion, la seule valeur possible poest 1.

6) On calcule :
+ - -u_+ -
Pour toutn=0, on au,,, -1= 2 -1= 2 vy, 1y, _utl u -l
1+u, 1+u, 1+u, 1+u, I+tu, Hu,
2(1+u + + +
Etun+1+2= 2 +2= 2 + ( n)=4 a'Ir‘:a'|n 4:2Un 2
1+u, 1+u, 1+u, 1+u, Lu, Hu,

7) Remarquons d’abord que la su(u;) est bien définie car pour tout entreru, >0 (doncu, +2 # 0)
D’apreés les calculs de la question 6), on peutécri

_u, -1
- _u,-1_ 1+uy _ u -1 1+u, _ 1u-1_ 1
Pour tout entien, v, ,, = = =~ x =-= =——vy,
Uy +2 HUn+2  I+u, 2(u, + 2 2u+2 2
1+u,
. . : b 2o 1 . _u-1_2
Ceci prouve que la sun(e/n) est une suite géométrique de ralsc? et de premier terme, = 2 c
uO

n n
Ainsi, pour tout entien, |V, :vox(—lj =gx(—_1j
2 5 2

8) A partir de I'égalité vn=gx(——1j - un_l:_zx(——lj valable pour tout entien, on en déduit
5 2 u+2 5 2

n
successivement que pour tout entigon a :

n n n
u, _1:gx —1- (Un+2) o un—1:—2x —_1 un+_4x __1
5\ 2 5 2 50 2
n n n n
R S R S R ke G oo
5 2 5 2 5 2 5
4)((_1) +1
_5\ 2
n n
=e
5 2

Puisque—1<—%<l, on a lim (—%) =0 dou lim EX(——Q =0 puis Iim EX(—%J +1=1 et de méme

n- +oo n-+o 5§ n-+o 5§

lim EX(——Q =0 donc lim 1—%{——;) =1, ce qui nous permet d’en déduire pare quotient| tjceu, =1

n_.+005 n- +oo n- +oo
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Analyse de processus (4 points)

Exercice 1
Un logigramme correspondant a I'algorithme peug-étr

lire (longueur , largeur)>

N

périmetre <- 2*(longueur + largeur)

Commentaires :

Dans la syntaxe du logigramme :

L'ellipse représente un événement qui intervietdraatiquement dans le procedé
Le rectangle représente une action

Exercice 2
1) On calcule :

(2 1}[\/_2 5}2(%\/%33 z&x\/_j:{d_az 3 10[}3
0 7l 3 J3) loxJ/2+ 3 x 5 %+ 21 73

2) Un algorithme qui réalise ce produit peut-étre :
Algorithme
Variable : matrice=tableau(4)
fonction calculproduitmatrice(a : matrice b : matrice) : matrice
debut
Variable : i entier
Pour ivariantde 1 a 4

lire a(i)
Pourivariantde 1 a4

lire b(i)
calculproduitmatrice(1)<-a(1)*b(1)+a(2)*b(3)
calculproduitmatrice(2)<-a(1)*b(2)+a(2)*b(4)
calculproduitmatrice(3)<-a(3)*b(1)+a(4)*b(3)
calcul produitmatrice(4)<-a(3)*b(2)+a(4)*b(4)
Pourivariantde 1 a 4
retournecal cul produitmatrice(i)
fin

Exercice 3
Variable : liste=tableau(10)
procedure maximum(a : liste) : réel
debut
Variable : i entier , M : réel
Pour ivariantde 1 a 10

lire a(i)
M<-a(1)
Pour i variant de 2 a 10

si a(i)>M alors M<-a(i)
retourne M
fin

fin du corrigé
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