CONCOURS EMIA — Sciences Economiques et Sociales
EPREUVE DE MATHEMATIQUES - PROPOSITION DE CORRECTIO N

Corrigénon officiel rédigé par Jean-Guillaume CUAZ, enseignant au & yd#itaire de Saint-Cyr jgcuaz@hotmail.com

Exercice n°1

c d
Les produitsML et LM sont Iégitimes car effectués entre deux matrieestes de méme dimensions et on a:

ML =02 b)(l 0) (axl+bx0 axO0+bxl) (al bl
“lc d)o I') lexl+dx0 cx0+dxl) (d d
o | O)a b I xa+0xc |xb+0xd la |b
Ainsi que LM = = =
0O I')lc d Oxa+lxc Oxb+Ixd lc Id

Par commutativité de la multiplication on en déduie ML =LM et puisqudM :(

- : | 0) . ) . , ab
1) Considérons la matrick = 0 | oul est un réel et une matrité carrée d’ordre 2M = :

Ixa |xb _
, on en déduit

Ixc |xd

I'égalité demandée

. . 1 1 1
2) Soient les matricef\ = , B=
-1 1 11

légitimes car effectués entre des matrices cadéeséme dimensions. On a :
1 1)1 -1) ( Ixl+1x1  X(-3+x1) (2 0
AB = = =
-1 (1 1) ((-)x1+1x1 (=Px(-I+ X 0 2
sac(t TH(L I Ix1+(-0)x(-) x®(-3x2 (2 0
1 1 \-1 Y| 1xa+ax(-) 0 xB k1) (0 2
Bcz(l —j(l zj:(1x1+(—1)x3 x 2+(=)x Aj:(—z —a
1 1)|3 4 1x1+1x 3 X2+ k 4 4 6

1 2)(1 -1) (1x1+2x1 Ix(-3+ X 3
EtCB= = =
3 401 1) (3x1+4x1 H(-1+ « 7
3) PuisqueA etM sont des matrices carrées d’'ordre 2, il en est@me du produitM.
De plusC est une matrice carrée d’ordre 2.
PuisqueB est une matrice carrée d'ordre 2, le produit achaudes deux membres de I'équation Qaest
légitime.
A partir de I'équatiolAM = C on aboutit successivement a :

... (2 0O)Ya b -2 -2 2a 2o -2 -2 . _
BAM = BC c’est-a-dire = ou encor = d’aprés la question 1.
0 2){lc d 4 6 2c 2 4 6

1 2
j et C =(3 4). Les quatre produitsAB, BA, BC et CB sont

_1 —_
Par identification des termes, on obtieMutz( 5 3}

Comme nous avons procédé par condition nécesaaee;érification s’impose :

1
Réciproguement, si on podé :( ) 3), on obtient bien :

(G G B

L’égalitée AM = C est donc vérifiée.

-1 -1
En conclusion, I'unique matrice telle ga®&1 = C est la matriceM :( ) 3).
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Exercice n°2
1) Pour tout entier natureb1,

1 1
V,=u,—2=u, ZEU”'lJrl_ Zzaun_l— 1
Puisque pour tout entier natureil, v, =u, -2 < u, =V, +2, on aura :

1 1 1
v, =§(vn_1 +2)-1= SVt 1- 1= Vo

n

. . . .1 .
La suite(v,) est donc géométrique de ralsgnet de premier terme, =u,-2=-2

2) Puisque la sumévn) est géometrique de ralsezn et de premier terme, = -2, on aura :

n
Pour tout entier naturel, v, = —ZX(%j , d’ou I'on deduit :

Pour tout entier naturel, |u, =v, +2= —ZX(%j + 2

3) Pour tout entier naturel

- =-2x( 3] 2_{_2@“ ) 2} R
e

n
Puisque pour tout entier natune| (%) >0 < U, -U,>0<=u, >u, on en déduit que la suita,) est

n 1
strictement croissante.

Puisque pour tout entier natunel (%) >0 = —ZX(%j <0, on en déduit que pour tout entier naturgel

u, <2. La suite(u,) est donc majorée par 2.

Puisque la suit(éun) est strictement croissante et majorée par 2gstléonc convergente.

n - +co n- +oo

Puisque —1<%<1, on a lim (lj =0, donc par produit Iim—ZX(%j =0 et par somme,

lim —ZX(%j +2=2, c'est-a-dire| lim u, =2|. La suite(u,) converge donc vers 2.

n - +co n- 4o

4) Pour tout entien, s, représente la somme desl premiers termes de la su(ten) dont on a démontré

gu’elle était géométrique de rals%n et de premier terme -2.

n+l n+l
e
Ainsi, S, = v, =2x— =7 —_9Jx__ T/ —|_4x 1_(_j
; 1_1 | { 2
2 2

nl n+l
Puisque —1<%<1, on a Im (Ej =0, donc par somme Iiml—(%) =1 et par produit,

n- +oo n - +oo

N +eo n - +oo

n+l
lim —4><|:1—(—j }: -4, c'est-a-dire| lim s, =-4|. La suite(s,) converge donc vers -4.
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5) Puisque pour tout entier naturglu, =v, +2, on aura donc :
=2 u=>(%+2)=2 v+ 2=5+2(n+]
i=0 i=0 i=0 i=0
Nous avons vu dans la question précédente limes, =—4. Puisque lim 2(n +1) =+00, On en déduit par

somme quelim t, = +o|. La suite(t,) diverge donc.

Exercice n°3

1) On résout le systeme :
2x-5y=1 L -y=6 L -L, y=-1 L -L;
X-2y=-4 L, = {X==4+Y L, = %=-4 X(-)1 L
2x+y=-5 L, X+y=-5 L, X+y=-5 L,

y=-1 L-L, y=-1 L-L,
=4 3X=-6 L - X=-2 L,
2x+y=-5 L, 2x(-2+(-9=-5 L,

L’ensemble des solutions du systéme est cSrrc{(—Z;—l)} .

2) Notons A, la droite déquation2x—5y=1< yzéx——é. Elle partage le plan en deux demi plans

d’inéquations respective®x -5y < 1 et 2x—5y > 1, et de frontiere communé, .

Puisque les coordonnées du point O(0 ;0) vériflanéquation 2x0-5% 0< 1, le demi plan d’inéquation
2x—5y < 1 est celui contenant le point O (en rouge ci-dessou

Notons A, la droite d’équation3x—2y=-4 y:gx+ 2. Elle partage le plan en deux demi plans

d’inéquations respectivedx — 2y < —4 et 3x— 2y > —4, et de frontiére communa, .
Puisque les coordonnées du point O(0 ;0) ne vatifias I'inéquatior83x — 2y <-4, le demi plan d’'inéquation
3x—2y <-4 est celui ne contenant le point O (en bleu ci-Oagsks

2x-5y<1 . . L L
Le systéme{3 2y< 4 admet pour ensemble de solutions les points l@ertsuges représentés ci-dessous :
X—2y <-—

R A
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Exercice n°4
1) Puisque I'énoncé évoque les probabilités conditties p(A/B) et p(B/A) cela sous-entend que

p(A) #£0 et p(B) # 0 (sinon, les probabilités conditionnelles ne sa# géfinies)

Puisque p( A/ B):% et p(B/A)= p(f(Z)A) = p(:&)B) légalité¢ p(A/B)=p(B/A) se traduit
par
p(ﬁ(;)B) - p(rf(;‘\)B) - p(A)p(An B) = p(B) p(An B) - [p(A)= p(B)] car p(An B) 0

2) Puisquep(AOB) = p(A)+ p(B) - p(An B), on aurap(An B) = p(A)+p(B)-a
Puisque que A et B sont indépendants, on aura

p(are)= () = U2 = () - p(an8)= p(4)o()

Ainsi, p(A)p(B)=p(A)+p(B)-a
Mais d'aprés la question 1), ong{ A) = p(B). Ainsi |a = 2p(A) - p(A)°

Application : & :g. p(A) est solution de I'équatiop(A)’ —2p(A) +g =0~ 9p(A)°-18(A)+ & (

On résout I'équatio®x’ —18x+ 8= ( en calculant son discriminant\ = (—18)2 —4x 9x 8= 3¢

18-/36_ 2 ,  _18+y36_ 4
18 3 % 18 3

L’équation admet deux solutions réelles distinctgs=

Or 0< p(A) <1 donc seul p(A) ==| convient.

wIlnN

Exercice n°5

. . . . , - +00
1) Puisquelim X+~/X =+ et lim x+ 1=+, on est en présence d’'une forme indéterminée

X — +0o X — oo +oo

Puisquex — +c, on peut supposerO.

Jx
Pour toutx>0, = AN >1( = 1X
x+1 X(l"'j 141 14t
X X X
: . .1 : 1
Puisquelim JX =+ on auralim —— =0 donc lim 1+——=1
X — +oo X — +oo X X — +oo \/;
, .1 , 1
Puisquelim = =0, on auralim1+==1.
X — +oo X X — +00 X
wl -
Par quotient, on en conclut quien X ===1, c’est-a-dire quelim XTNX g
X o0 1+} 1 X-+o X +7
X

2) Puisque lim x+2+/x =+ et lim x= 1=+, et puisque lim In (X) =+, on en conclut par composition

X — +00 X — +00 X - 40

que Iirp In (x+2&) =+o00 et Iirp In (x—l) =+00,

On est en présence d’'une forme indétermlhéce—(+oo)"
Puisquex — +c, on peut supposer1 (et on doit méme pour assurer I’existencérc(e<—1) N
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Pour toutx>1, |n(X+2\/;)—In(x—1) _ In[x+2\1&]
X_
X 1+27\/; 1+£
X+ 24x _ X ) T Ux

Or pour toutx>1,
x-1 1 1
X 1-= 1-+

X X

. ‘A N : 2 . .1
Comme dans la question précédente, pwshme\/; =+co 0n auraliml+— =1 et puisquelim ==0, on

X - +0 X o +00 \/; Xm0 X
! 1
aura lim1-==1.
X — +oo X
2
1+—
i i T . +
On en conclut par quotient quam —*/1; =1 c'est-a-dire quelim X 2\1/; -1
X oo 1-= Xt Y —
X
. . iti I + h Y .
Puisque limin (u)=0, on en conclut par composition qudim In (X 2‘{;} =0 cest-a-dire que
- X — +oo X_

lim In(x+2\/;)—ln(x—1)=0

X — +oo

3) Puisque lim x+1=+0 et lim x—1=+w, et puisque lim e* =+, on en conclut par composition que
X
X — +oo X — +oo - +oo
lim " = +o0 et lim e*Y = +o0 .

X — +00 X - +00

On est en présence d'une forme indétermihée - (+o)"

Transformons I'écriture de I'expression :
) . y 1
Pour tout réex, e —eJ =gt xel —e¥ xel = ¢ [e——}
e

Puisque lim € =+ et puisquee—i>0, on en conclut par produit quém e{e—i}:ﬂo donc que
e

X — +oo e X — 400

lim e - = 4o

X — +oo

4) Dans un premier temp!s'n,rrl(x2 —1) =0
De pIuinml|x—1| =0" et puisquelim In (v) = -, on en conclut par composition qlien In X =1 = ~o0.
X— vo0' X

On est en présence d’une forme indétermit@se( —c)"
Deux cas sont a distinguer :
a) Six>1e x-1>0, alors(x2 —1) In|x—1|:(x2—:l) In(x=1 =(x+3(x- 3 I(x- 1.

Puisquelirrl(x—l) =0" et puisquelim alna=0 (limite célébre du cours dite « de croissance @ »), on
X— a-0"

x>1

aura donc Iiml(x—l)ln(x—l):o. Puisque Iiml(x+1):2, on en conclura par produit que
x>1 x>1

. _ e A AOLIAL W
legnll(x+1)(x 1) In(x 1)—O,cestad|rellr{}(x 1)In|x 1=0

b) Si x<1 < x-1<0, alors

(xz—l) In|x—1[z(x2—]) In(1-x) =(x+J(x= 3 I x)=—(x+ } £x) If £x).
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Puisquelirq(l—x) =0" et puisquelim alna=0 (limite célébre du cours dite « de croissance @& »), on
X— a-0"
x<1

aura donc lim(1-x)In(1-x)=0. Puisque Iirrl—(x+1):—2, on en conclura par produit que

X-1
x<l x<1

. ~ N et s g (o2 =
lerH (x+1)(1-x)In(1 x)—O,cestadlrelxer(x 1)In|x 1=0

x<l x<1

Dans tous les cas, on conclut dlie (x2 —1) In|x=1=0

X1

Exercice n°6
1) a) La fonctionf est définie pour toutes les valeursxdqeour lesquellex+3# 0.

Ainsi |D, =]-00;~3[ 0]~3;+oo]
b) La fonctiong n’est pas surjective car 2 n'admet aucun antédquan .

XS e X-5=qx+ 3o X- 5 2+ 6 - &
X+3

En effet léquation ¢(x)=2- f(x)=2<

n’admet aucune solution dais

En revanche, cette fonction est injective.
En effet, sia etb sont deux éléments d@, , on aura :

¢(a)=¢(b)
_2a-5_-5
a+3 b+3

- (2a-5)(b+3=(D- Y(a+
= 2ab+6a-SH-15= &b+ &6- & 1
= 1lb=1%8
Puisqueg(a)=¢(b) = a=b, la fonctiong est injective.
N’étant pas surjective, elle n’est pas bijective.

_5 5
_2x-5_ X(z xj _ 2_;

c) Pour tout réek non nul , on af (x)
X X

Puisquelim S-0etlim> =0, on en déduit par somme et quotient dine f (x) :é =2

Xa+00x X”+°°X X — 0o

De méme, puisqudim E=O et lim 3 =0, on en déduit par somme et quotient dime f (x) =2

X — —00 X X — —00 X X > —00
De plus, lim 2x-5=-11 et lim x+3=0" d'ou par quotientlim f (x) =+, et enfin lim 2x-5=-11 et
o < oy N’
lim x+3=0" d’'oul par quotientim f (x)=—c.
o5 oy

La fonctionf est dérivable sur son ensemble de définitidn en tant que fraction rationnelle et pour tout
xOD;,, puisquef (x) =% avecu(x)=2x-5=u'(x) =2 etv(x)=x+3=V(x)=1, onaura:
X)V(X)-u(x)v'(x) _2(x+3)-(x-5Hx1_ 11

)
(=Y
Pour toutxOD,, f'(x)= (v(x))2 = (x+3) (x+ 9

Puisque pour toux[ D, , (x+3)2 >0, on en déduit que pour tout 1D, , f'(x) >0.
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La fonctionf est donc strictement croissante btiwo; —3 et sur|-3;+co[|

Le tableau de variations dest donc le suivant :

x —o0 -3 o

oo g,

f(x)
2

—0

2) Puisque pour tout rég| x* +3> 0, la fonctiong sera définie suR . Ainsi D, =R.

2(-x)"-5_2x*-5_
(—X)2+3 - 2 +3 - (X)

D, est symétrique par rapport & 0 et pour oD, g(-x) =

La fonctiong est donc paire. Il suffit donc de I'étudier §0r+co| .
La fonction g est dérivable suf0;+e[ en tant que fraction rationnelle et pour taufl[0;+[, puisque

a(x) u(x)

=—~ avecu(x) =2x’ 5= Uu'(x) = 4x et v(x) =x*+3=V(X) = 2x, on aura :

v(x)

Pour toutx 0[0;+o[ , g'(x) = u' (x)v(x) —u(x)v'(x) _ 4X(X2 +3)_(2X2_ 5)" X _ 22

(V) NN

Puisque pour toukd[0;+eo[ , (x+3)° >0, on en déduit que pour tout1[0;+oo[ , g'(x) 20

De plus, puisque pour towtd]0;+eo[ , g'(x)>0, on en déduit qug est strictement croissante §@;+o[ , et
par parité, strictement décroissante ;0]
: g 2x0*-5_ 5
Elle atteint en O un minimum égal@ X)=——=—-—
De plus, pour tout réedinon nul,
5
x| 2-—= -
_2X*-5_ ( xzj _ 2
9(0) =773 = 33"
X2 (1+ j 1+

X2

xm‘ w XN‘ a1

. . A .5 .3 .
Puisque lim x> =+, on en déduit quelim — =0 et lim — =0, donc par somme et quotient, que

X — Foo X Zoo ¥ X— koo ¥
. 2
lim g(x)===
lim g(x) ==
Le tableau de variations deest donc le suivant :
x —0 0 +o0
2 2
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t2x—5
X+3

. e 2X-5 .
3) La fonctionh est définie pour toutes les valeursxqeour IesquellesT3 existe e >0.
X

En dressant le tableau de signes de I’expres%xﬁ_n; :
X

5
x -0 -3 5 +oo
255 — . — 0 +
3| — 0 41 4
T
2x—=10 _|_ . _|_
x+3 |

On en déduit qub est définie suiD, =]-c0; -3 O E;ﬂo[

Dans la question 1) nous avons établi gl 2X~5

=2. Puisquelimin X =In2, on en conclut par
Xoto X+ 3 X2

composition quelim h(x)=In2.

X — +oo

N , e 2X— L
De méme, dans la question, nous avons montrel|v(ue+—35 =2. Ainsi lim h(x) =In2
X — —00 X X — —co

. , . .. 2X—5 . .
Dans la question 1) nous avons établi qma3 3 =+00, Pwsquex lim InX =400, on en conclut par
X—- = X - +00
x<-3

composition quelin_wgh(x) = +00
X<-3

De pIus,Iing)Zx—S: 0" et Iin}, x+3:151, d’ou par quotient,lirq_)ZXTBS:O+ et puisquelimInu=-c, on en
X u-0*

Xo= X—= Xo=
2 2 2
5 5 5
x>= xX>= x>=
2 2 2

conclut par composition quiém h(x) =~

X~
2

5
x>—

2
Pour toutxO D, , h(x)=In f(x).
Puisque la fonction In est strictement croissaute]@;+oo[ , les fonctiond eth auront méme sens de variation
sur D, .
En reprenant le sens de variationd d&abli dans la question 1), on conclut que

La fonctionh est strictement croissante s]bﬂoo; —3[ et surE;+oo[.

Fin du corrigé
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